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弹性矩形板下横观各向同性多层地基分析 
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摘  要：利用弹性矩形板与多层地基表面的竖向位移协调条件与光滑接触条件，由横观各向同性多层地基应力与位移非耦

合的传递矩阵解，推导出弹性矩形板下竖向应力和位移的解析解。在此基础上，编制了相应的程序，并进行了数值计算。

计算结果表明：矩形板刚度对板底竖向位移及板中心下的竖向应力有着较为显著的影响；板底竖向位移及板中心下的竖向

应力随着板刚度的增加而减小，相同荷载作用下横观各向同性地基与均匀各向同性地基模型的计算结果差异较大，实际工

程中很有必要采用更符合土体性质的横观各向同性地基模型。 
关  键  词：横观各向同性地基；弹性矩形板；非耦合传递矩阵；解析解 
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Analysis of transversely isotropic layered soils under an elastic rectangle plate 
 

AI Zhi-yong1, 2,  CAO Guo-jun1, 2 
（1. Department of Geotechnical Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China; 2. Key Laboratory of Geotechnical and Underground 

Engineering of Ministry of Education, Tongji University, Shanghai 200092, China） 
 

Abstract: Based on the continuity of vertical displacements and the smooth contact conditions between the transversely isotropic 
layered soils and the elastic rectangular plate, the analytical solution of transversely isotropic soils under the elastic rectangular plate 

can be obtained by using the uncoupled transfer matrix solutions for displacements and stresses of transversely isotropic layered soils. 

Numerical calculation and analysis are carried out by the computer program. The numerical results show that the rigidity of the elastic 
rectangular plate has a great influence on the vertical displacements under the rectangular plate and the normal stresses under the 

center of the rectangular plate, and they decrease with the growth of the rigidity of the elastic plate. It is also shown that the 

calculation results for the transversely isotropic layered soils are quite different from those for the homogeneously isotropic layered 

soils under the same load, so it is necessary to adopt the transversely isotropic foundation model which is more accord with soil’s 
properties in practical projects. 
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1  引  言 

在岩土问题的研究中，地基模型历来是学术界

与工程界研究的重点。天然地基在沉积过程中，由

于颗粒排列的方向性，造成水平和竖直方向上的性

质不同，呈现各向异性的现象；通常水平模量大于

竖直模量，而在水平面内却往往是各向同性的，形

成了以水平面为同性面的所谓横观各向同性地基。

国内外许多学者对横观各向同性地基做了多方面的

研究。王炜和徐新生[1]给出了横观各向同性弹性体

轴对称问题的通解，陈光敬等[2]运用传递矩阵法求

解了成层横观各向同性弹性体轴对称问题，李沛豪

等 [3]研究了横观各向同性弹性半空间非轴对称问

题，李婕等[4]采用位移函数解法研究了横观各向同

性地基空间问题，艾智勇等[5]在直角坐标下推导出

三维层状横观各向同性地基的非耦合传递矩阵解。 
但就作者所知，关于横观各向同性地基与弹性

板的共同作用问题的研究还较少。袁聚云等[6]运用

传递矩阵法分析了中心荷载作用下对称刚性板下横

观各向同性地基的沉降及反力。本文在文献[5]的基
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础上，利用横观各向同性多层地基应力与位移非耦

合的传递矩阵解，结合弹性矩形板与多层地基表面

的竖向位移协调条件与光滑接触条件，在直角坐标

系下推导出弹性矩形板下横观各向同性多层地基竖

向应力和位移的解析解。 

2  解的推导 

横观各向同性多层地基上对称受荷弹性矩形

板的示意图，可参见图 1。 

 
图 1  横观各向同性多层地基上对称受荷矩形板 

Fig.1  Symmetric loaded elastic rectangular plate on 
transversely isotropic layered soils 

 
横观各向同性多层地基中， vG 、 vE 、 hE 、 vh 、

hv 、 h 分别为竖直面上的剪切模量、竖向弹性模

量、水平向弹性模量、竖直向应力引起的水平向应

变的泊松比、水平向应力引起的竖直向应变的泊松

比、水平向应力引起的正交水平向应变的泊松比。

根据弹性材料应变能为正数的原理，这 6 个参数的

取值有如下限制： v 0E  ， h 0E  ， v 0G  ， h 1  ， 
1 2h

hv
v

( )
E
E

  ， 1 2v
vh

h

( )
E
E

  ， h hv vh1 2 0     ， 

2
h hv vh h hv vh1 2 2 0         。根据 Maxwell 功

能互等定理： h vh v hvE E  ，因此，在 vh 、 hv 之

间选用一个即可，通常选用前者而不选用后者。 
横观各向同性多层地基中作用任意荷载时，土

层内深度 z 处的应力与位移为[5] 
( , , ) ( , , )x y x y nz H    G A G          （1） 

式中： x 、 y 为 Fourier 变换后的参数， 2 2 2
x y    。 
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式中： iH 为地基表面至第 i 层土底面的距离，而 iH
为第 i 层土的厚度； ( , , )x y z  为 4 4 的传递矩阵，

其元素详见文献[5]； ( , , )x yU z  、 ( , , )x yZ z  、

( , , )x yX z  、 ( , , )x yW z  分 别代 表 ( , , )U x y z 、

( , , )Z x y z 、 ( , , )X x y z 、 ( , , )W x y z 经二次 Fourier 变
换后的形式，并具有如下关系： 
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( , , )U x y z 、 ( , , )Z x y z 、 ( , , )X x y z 、 ( , , )W x y z 的

表达式如下[5]： 

;   

;   

z
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u vU Z
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
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          （5） 

式中：u、v、w 分别为 x、y、z 方向上的位移； z 、

xz 、 yz 分别为 z 面上的法向正应力以及沿 x、y 方
向上的剪应力。 

( , , )x y nG H  可由下式确定： 
 ( , ,0) ( , , )x y x y nH   G f G           （6） 

式中： 1 2( , , ) ( , , ) ( ,x y x y xH H         f     
, )y nH  。 
假设地基底面为固定边界，则有： 

   , , , , 0x y n x y nU H W H           （7） 

由经典弹性薄板理论，可知矩形薄板弯曲时的

挠度方程为 
4 ( , ,0) ( , ,0) ( , ,0)D x y p x y q x y       （8） 

式中：
3

b
212(1 )b

E hD





，为板的抗弯刚度，其中 bE 、

b 和 h分别为板的弹性模量、泊松比和厚度； 2 为

Laplace 算子，
2 2

2
2 2( )

x y
 

  
 

， 4 2 2( )   ；

( , ,0)x y 为板的挠度； ( , ,0)p x y 为矩形板上作用的

荷载； ( , ,0)q x y 为矩形板底面地基的反力。 

对式（8）进行 Fourier 变换得 
4 ( , ,0) ( , ,0) ( , ,0)x y x y x yD p q            （9） 

式中： ( , ,0)x y   、 ( , ,0)x yp   、 ( , ,0)x yq   分别为

( , ,0)x y 、 ( , ,0)p x y 、 ( , ,0)q x y 相对应的二重

Fourier 变换后的形式。 
假设弹性矩形板与地基表面光滑接触，则由光
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滑接触条件可得 

 ( , ,0) , ,0
( , ,0) 0

z x y q x y
X x y
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         （10） 

将式（10）分别进行二重 Fourier 变换得 
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根据弹性矩形板与地基表面竖向位移的协调

条件，可得 
( , ,0) ( , ,0)w x y x y             （12） 

上式经二重 Fourier 变换得 

( , ,0) ( , ,0)x y x yw              （13） 

将式（9）、（11）、（13）代入式（6），得 

1
22 23 4

32 33

( , ,0)
( , , )

 1
( , , )

0

x y
x y n

x y n

p
Z H f f

MD
X H f f

 
 


 

  
                  

 （14） 

式中： 32 43 33 42
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
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
， ijf 为 f 中的元素。 

将式（14）代入式（1），得 
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式中：
ij

A 为 A 中的元素； ijf 为 f 中的元素。 
当弹性矩形板上作用力 ( , ,0)p x y 是长为 2a、宽

为 2b 的均布矩形对称荷载 p 时，有： 
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当弹性矩形板上作用力 ( , ,0)p x y 为集中力 P
时，有： 

( , ,0)
2x y
Pp   


               （17） 

由式（15）结合式（16）、（17），并进行 Fourier 
逆变换，可求得多层地基内任一深度 z 处的竖向应

力和位移为 
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3  数值计算与分析 

本文采用10点复合二维Gauss积分来数值求解

Fourier 逆变换，具体做法是通过积分函数 0 点间分

段进行积分，且本文分段数为 10，详细的实现方法

请参见文献[7]。对于指数函数项的溢出问题，本文

参考了文献[8]的处理方法。 
3.1  本文理论和数值计算方法的验证 

为了验证本文理论方法及程序的正确性，将本

文问题退化到弹性半空间后（土层深度取为 1 000 m
来近似模拟半空间问题），再与文献[9]对称受荷弹

性方板下弹性半空间地基竖向位移的计算结果进行

对比。本文计算时参数取值如下：地基参数为 vG = 
12.25 MPa， vh h 0.4   ，H = 1 000 m， vE  hE   
34.3 MPa；板参数为 b = 0.167，h = 0.2 m，a = b =   
2 m， bE = 34 300 MPa；荷载为 0.98 MPa，并在板

上对称满布。由图 2 可见，本文得到的是有限土层

的解析解，理论上无法与半空间问题完全精确一致，

再加上数值求解采用的是有限分段积分，所以计算

结果无法与文献[9]完全一致，但是本文结果与文献

[9]中的计算结果吻合度较好，这就验证了本文理论

和数值计算方法的正确性。 

 

图 2  地基竖向位移沿深度分布 
Fig.2  Distribution of vertical displacement along 

the depth of foundation 

 

图 3  地基竖向应力沿深度分布 
Fig.3  Distribution of vertical stress along 

the depth of foundation 
 

本文计算结果与有限元软件 ABAQUS 结果的

对比见图 3。计算时的参数取值如下：地基参数为
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vG = 20 MPa， vh h   0.25，H = 100 m， vE =    
60 MPa， hE = 30 MPa；板参数为 b 0.1  ，h = 0.1 m，

bE = 64 000 MPa，a = 1 m，b = 0.5 m；荷载为 1 MPa，
板上荷载满布且对称。由图 3 可见，本文结果与

ABAQUS 计算结果吻合较好，这就进一步验证了本

文理论和数值计算方法的正确性。 
3.2  对称受荷矩形板下多层地基的分析 

这里以 4 层地基为例，对满布且对称受荷矩形

板下的多层地基问题进行分析。在本算例中弹性矩

形板的刚度 k 定义为[10] 

2 3b
vh 4

v 4

(1 )( )
E hk
E a

          （19） 

式中： bE 为矩形板的弹性模量； v 4E 为第 4 层土竖

向弹性模量； vh 4 为第 4 层土的竖直向应力引起的

水平向应变的泊松比；h 为矩形板的厚度；a 为矩

形板长的一半；b为矩形板宽的一半，且 2a b  （以 

下同）。 z
zI

p


 ， v 4
w 2

wEI
pa

 ， zI 和 wI 分别为竖向 

应力系数和竖向位移系数。本算例中，土层参数的

取值如表 1 所示。 
 

表 1  土层参数 
Table 1  Parameters of soils 

土层 Ev /kP Eh /kP μvh μh Gv /kP 层厚/m 
1  6 000  3 000 0.35 0.25 4 000 5.0 

2  8 000 16 000 0.30 0.25 5 400 5.0 

3  9 000  5 000 0.35 0.25 8 000 5.0 

4 12 000 12 000 0.25 0.25 10 000 80.0 

 
图 4 表明，满布对称受荷矩形板下横观各向同

性多层地基的竖向位移系数 wI ，随 x的增加而减小；

相同条件下，板的刚度越大位移越小。 

 
图 4  不同刚度 k 时地基表面不同 x 处的竖向位移系数 wI  
Fig.4  Vertical surface displacement factors wI  along the 
x-coordinate of layered soils for different values of rigidity k 

 
图 5 表明，满布对称受荷矩形板下横观各向同

性多层地基板中心下的竖向应力系数 zI ，随深度 z
的增加而减小，并最终趋于 0；同时，板中心下的

竖向应力还受矩形板刚度的影响，矩形板的刚度越

大，竖向应力越小。 

 
图 5  不同刚度 k 时板中心下竖向应力系数 zI  

Fig.5  Vertical normal stress factors zI  under the center 
of the plate for different values of rigidity k 

 
3.3  横观各向同性地基与均匀各向同性地基对比 

本算例中，荷载在板上仍为满布且对称。横观

各向同性地基参数取值同表 1。均匀各向同性地基

参数取值如表 2 所示。这时， zI 的定义同上， wI 和 

k 的定义分别为： 4
w 2

wEI
pa

 ， 2 3b
4

4

(1 )( )
E hk
E a

  。 

图 6、7 表明在相同荷载作用下横观各向同性

地基和均匀各向同性地基沉降和竖向应力的计算结

果存在较显著的差异；因此，研究横观各项同性地

基模型对保证地基沉降和应力计算的正确性和精确

性具重要的意义。 
 

表 2  土层参数 
Table 2  Parameters of soils 

土层 E/kPa v 层厚/m 

1 3 000 0.25 5.0 

2 16 000 0.25 5.0 

3 5 000 0.25 5.0 

4 12 000 0.25 80.0 

 

图 6  均匀和横观各向同性地基的表面竖向位移系数 wI  
Fig.6  Vertical surface displacement factors wI  of 
homogeneous and transversely isotropic layered soils 

4  结  论 

利用弹性矩形板与多层地基表面的竖向位移

协调条件与光滑接触条件，由地基应力与位移的非

耦合的传递矩阵解，在直角坐标下推导出满布对称 
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图 7  均匀和横观各向同性地基板中心下竖向应力系数 zI  
Fig.7  Vertical normal stress factors zI  of homogeneous 

and transversely isotropic layered soils 
 
受荷弹性矩形板下横观各向同性地基竖向应力和位

移的解析解。在此基础上，编制了相应的程序，并

进行了数值计算。计算结果表明： 
（1）矩形板刚度对板底竖向位移及板中心下

的竖向应力均有较大的影响；板底竖向位移及板中

心下的竖向应力，随着板刚度的增加而减小。 
（2）为了保证计算结果的精度和正确性，在

实际工程中很有必要采用更符合土体性质的横观各

向同性地基模型。 
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